Ekonometrické regresné modely
Termín regresia v súčasnom význame zaviedol sir Francis Galton, ktorý sa zaoberal vyjadrením vzťahov v teórii dedičnosti. Regresná analýza predstavuje súhrn štatistických metód a postupov slúžiacich na štúdium vzájomných vzťahov medzi dvoma (alebo viacerými) premennými, ktorých cieľom je predovšetkým odhad hodnôt alebo stredných hodnôt závislej premennej.

Ekonomické veličiny väčšinou závisia od väčšieho počtu činiteľov, z ktorých je možné pri regresnej analýze použiť iba tie, ktoré je možné merať t. j. kvantifikovať. Tie potom tvoria okruh vysvetľujúcich premenných, použiteľných na odhad hodnôt vysvetľovaných premenných. Zvyčajne sa však na tieto odhady používajú iba niektoré z týchto vysvetľujúcich premenných.

Premennú, ktorej závislosť od iných premenných zisťujeme (napr. výška príjmu, obratu atď.) označujeme Y a nazývame ju vysvetľovaná resp. závislá premenná. Jej pozorovania (obmeny) vyjadrujeme symbolom yi kde i = 1, 2, 3,.....,n a n je počet pozorovaní vo výberovom súbore.

Premenné, o ktorých predpokladáme, že vyvolávajú zmeny závislej premennej, a pomocou ktorých odhadujeme hodnoty závislej premennej nazývame vysvetľujúce, resp. nezávislé premenné. Budeme predpokladať pre jednoduchosť iba jednu takúto premennú s označením X a s zistenými hodnotami xi, kde i = 1, 2, 3,.....,n a n je počet pozorovaní vo výberovom súbore. Pôjde o jednoduchú (párovú) regresiu. Pri predpoklade väčšieho počtu vysvetľujúcich premenných hovoríme o viacnásobnej (mnohonásobnej) regresii. Metódami viacnásobnej regresie možno získať v porovnaní s jednoduchou regresiou lepšie odhady hodnôt vysvetľovanej premennej. Avšak zaradenie väčšieho počtu vysvetľujúcich premenných do modelu prináša aj určité riziká napr. komplikovanú analýzu a zložitú interpretáciu výsledkov. 

Objektom skúmania štatistiky je tzv. štatistická (voľná) závislosť, charakterizovaná tým, že na závislú premennú pôsobia okrem nezávislých premenných aj ďalšie nešpecifikované premenné a náhodné vplyvy. Často sa nazývajú poruchy alebo chyby modelu. Táto skutočnosť sa musí zachytiť v matematickom vyjadrení v tzv. regresnom modeli.

Každú hodnotu vysvetľovanej premennej yi môžeme rozložiť na dve zložky:

· determninstickú zložku (i, ktorá je funkciou vysvetľujúcich premenných,

· náhodnú zložku (i , ktorá odráža pôsobenie faktorov nezaradených do modelu a pôsobenie náhodných vplyvov.

Najčastejšie sa predpokladá medzi nimi aditívny vzťah, potom:
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Pričom deterministickú zložku môžeme vyjadriť ako funkciu vysvetľujúcich premenných X1, X2,....Xk (resp. vysvetľujúcej premennej X v prípade jednoduchej regresie). Túto funkciu budeme nazývať regresná funkcia. Regresnou funkciou môže byť ľubovoľná matematická funkcia (napr. lineárna, exponenciálna, logaritmická, polynomická funkcia,...). 

Kvôli jednoduchosti sa budeme zaoberať lineárnou regresiou, ktorej grafickým zobrazením je priamka. Pomerne jednoducho však môžeme aj nelineárne modely previesť pomocou transformácie na lineárny model. Niektoré transformácie sú uvedené v tab. 1.


Tab. 1: Transformácie na lineárny model zi = B0 +B1wi
	Regresná funkcia
	Upravená na funkciu
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Jednoduchý regresný model má tvar:



[image: image42.wmf]01

,1,2,3,,

iii

yxin

bbe

=+×+=

KK


(2)

kde:


yi
- i-tá pozorovaná hodnota vysvetľovanej premennej,


(1, (0
- sú neznáme parametre regresného modelu


xi
- i-tá hodnota vysvetľujúcej premennej


(i
- náhodná chyba i-tého pozorovania


n
          - počet pozorovaní.

Model môžeme zapísať aj v tvare:
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kde:


(i
- regresná priamka.

Parameter (0 je sa nazýva lokujúca konštanta alebo intercept a interpretuje sa ako teoretická priemerná hodnota závislej premennej Y za predpokladu, že hodnota vysvetľujúcej premennej je rovná nule. Graficky je to priesečník regresnej priamky s osou y.

Parameter (1 je sklon resp. smernica priamky, ktorú opisuje uvedená funkcia a nazýva sa regresný koeficient. Určuje, aký je prírastok ((1 > 0) alebo úbytok ((1 < 0) strednej hodnoty závislej premennej Y zodpovedajúci jednotkovému prírastku nezávislej premennej X. Regresný koeficient je nositeľom informácie o priebehu štatistickej závislosti. Ak je (1 kladné, medzi premennými X a Y je priama lineárna závislosť a naopak pri zápornom koeficiente (1 pôjde o nepriamu lineárnu závislosť. Parametre regresnej priamky ilustruje obr.1.
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Obr. 1 Grafické znázornenie regresnej priamky

Metóda najmenších štvorcov

Ak máme k dispozícii n dvojíc pozorovaní vysvetľujúcej premennej X a vysvetľovanej premennej Y - (x1, y1( (x2, y2( (x3, y3(.........(xn, yn( a ak sme dostatočne presvedčení o lineárnej závislosti, môžeme zostrojiť priamku, ktorá bude čo najlepšie vystihovať túto skutočnosť. Priamku nazývame vyrovnávajúca regresná priamka, ktorá má tvar:
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kde
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- i-tá vyrovnaná (očakávaná, teoretick) hodnota vysvetľovanej premennej Y,


xi
- hodnota nezávislej premennej X pre i-té pozorovanie


b0
- bodový odhad parametra (0

b1
- bodový odhad parametra (1

Vyrovnávajúca priamka (4) je bodovým odhadom regresnej priamky (3). Rozdiely medzi skutočne nameranými hodnotami yi závislej premennej Y a jej vyrovnanými hodnotami 
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 nazývame rezíduá (reziduálne odchýlky) a označujeme ich ei. Reziduálne chyby sú bodové odhady náhodných chýb (i regresného modelu, čo sa dá zapísať ako:
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Cieľom je potom logicky zvoliť b0 a b1 tak, aby sme získali čo najmenšie reziduá, t. j. minimálne rozdiely 
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. Musíme teda minimalizovať súčet týchto odchýlok. Pretože niektoré odchýlky sú kladné a niektoré záporné, vzájomne sa anulujú a potom súčet odchýlok sa rovná nule (pozri obr. 2). Reziduál e1 je anulovaný súčtom reziduálkov e2 a e3.
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Obr. 2: Vyrovnávajúca regresná priamka a reziduály zistených hodnôt
Na odstránenie problému anulácie odchýlok napozorovaných hodnôt od hodnôt ležiacich na vyrovnávajúcej regresnej priamke sa aplikuje metóda najmenších štvorcov (MNŠ). Filozofiou MNŠ je minimalizácia štvorcov odchýlok a nie odchýlok samotných t. j. :
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Ak zavedieme označenie
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potom minimum funkcie dvoch premenných 
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 nájdeme tak, že položíme jej parciálne derivácie podľa obidvoch premenných (koeficientov b0 a b1) rovné nule:
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Vhodnou algebraickou úpravou dostaneme potom sústavu normálnych rovníc dvoch premenných b0 a b1:
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Riešením tejto sústavy niektorou zo štandardných metód dostaneme všeobecný vzťah pre regresný koeficient b1 a intercept v tvare:
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Metóda najmenších štvorcov oproti iným odhadovým technikám poskytuje odhady s optimálnymi vlastnosťami aj pre malé výbery pozorovaní a algoritmus výpočtu odhadovaných hodnôt je pomerne jednoduchý. Okrem toho MNŠ je východiskom celej škály ďalších, sofistikovanejších odhadových metód a postupov.

MNŠ môžeme použiť aj na odhad parametrov linearizovateľných modelov. Regresnú funkciu najskôr transformujeme na lineárnu funkciu zi = B0 +B1wi podľa tabuľky 2. Parametre B0 a B1 odhadujeme metódou najmenších štvorcov, pričom vo vzťahoch (11) až (13) dôsledne zamieňame premennú Y za Z a premennú X za W. Výslednú podobu odhadnutého modelu získame spätnou transformáciou upravenej funkcie v druhom stĺpci tab. 1 na pôvodnú funkciu upravenú v prvom stĺpci tab. 1.

Príklad: 

Podnik má nasledujúce informácie o platbách za materiál A náhodne vybraným dodávateľom:

	Vybraný dodávateľ
	Platba 

(tis. Sk(
yi
	Materiál A (ks(
xi
	xiyi
	xi2

	 Dodávateľ 1
	155
	20
	3100
	400

	 Dodávateľ 2
	189
	22
	4158
	484

	 Dodávateľ 3
	198
	22
	4356
	484

	 Dodávateľ 4
	199
	24
	4776
	576

	 Dodávateľ 5
	291
	31
	9021
	961

	 Dodávateľ 6
	350
	40
	14000
	1600

	 Dodávateľ 7
	450
	50
	22500
	2500

	 Dodávateľ 8
	150
	20
	3000
	400

	 Dodávateľ 9
	185
	25
	4625
	625

	 Dodávateľ 10
	149
	19
	2831
	361

	 Dodávateľ 11
	320
	35
	11200
	1225

	 Dodávateľ 12
	310
	30
	9300
	900

	 Dodávateľ 13
	170
	22
	3740
	484

	 Dodávateľ 14
	192
	23
	4416
	529

	 Dodávateľ 15
	199
	26
	5174
	676

	(
	3 507
	409
	106 197
	12 205


Môžeme postupovať dvoma spôsobmi:

ad 1) riešiť sústavu dvoch rovníc o dvoch neznámych:
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ad 2) dosadiť priamo do vzťahu pre regresný koeficient a intercept:
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Obidva postupy sú ekvivalentné a získame nimi bodový odhad vyrovnávajúcej priamky
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ktorej graf je na obr. 3.
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Obr. 3: Vyrovnávajúca priamka výšky platby v závislosti od objemu objednávky
Koeficient b0 určuje priemernú platbu za nulový objem objednávky materiálu, čo však nemá v tomto prípade vecnú interpretáciu, preto intercept poskytuje len informáciu o umiestnení priamky v rovine (priesečník s osou y). Regresný koeficient b1 = 10,041 je smernicou (alebo tangensom uhla, ktorý priamka zviera s osou x) vyrovnávajúcej priamky. Z jeho hodnoty vieme usúdiť, že so zvýšením objemu objednávky o jeden kus vzrastie platba dodávateľom v priemere o 10,04 Sk. 

Na základe odhadnutej vyrovnávajúcej priamky môžeme vykonávať pomerne jednoduché prognózy. Napr. chceme vedieť priemernú cenu pri objednávke 100 ks, potom:
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t. j. očakávaná výška dodávateľskej faktúry pri 100 ks bude 964 138 Sk.
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